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補足 6－2 ＥＭアルゴリズムにおける計算 

 

 式（6.17） 
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は、以下のように変形できる。 
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 上式において kj X=θ とあるのは、 jθ が値 kX をとる場合を明記したものである。また、

kXjθ は、値 kX をとったときの jθ を表す。 ( )iXji k
P ξθ は、正答確率 ( )

kXjiP θ において項目

パラメタ ( )iiii cba ,,=ξ を明記したものである。したがって、例えば 
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である。ただし、以下では、式変形に現れる定数 1.7の煩雑さを避けるため 
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の形を用いる。 
式（附 6－2.1）をさらに変形して、 
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( ) ( )πξ GF +=   
とおく。 
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はξの関数であって、 πには依存していない。一方 
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は πの関数であって、ξには依存していない。したがって、 ( )LE log の最大化は、 ( )ξF のξ
のみに関する最大化と、 ( )πG の πのみに関する最大化に分けて、それぞれ独立に行うこと
ができる。 

 まず、 ( )πG の最大化について考える。この関数に現れる ( )πθ kj Xg = は、被験者 jの能

力 jθ が kX という値をとる確率を表すが、被験者の反応パターン ju が条件として付いてい

ないので、一般に被験者の能力が kX である確率を表していることになる。したがって、 jθ

から添え字 jをとって、 

( )πθ kXg =  

と表すことができる。このとき、式（附 6－2.2）は、以下のようになる。 
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 いま、 
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  とおくと、次式となる。 

( ) ( )∑
=

⋅==
q

k
kk fXgG

1
log πθπ  



岡本安晴「計量心理学」補足-3 

   上式を最大にする ( )πkk Xg == θπ は、次式で与えられることが知られている（e.g. 

Cover and Thomas, 1991）。 
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 次に、 ( )ξF の最大化を考える。極値探索法を用いることにすると、１次の偏導関数を求

めておけば数値計算法で知られている方法を用いることができる（付録Ｅ参照）。 ( )ξF の偏

導関数は、以下のように与えられる。 

 まず、 ia による偏微分を考える。 
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ここで、 
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である。ただし、 
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 また、 
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 以上より、次式が成り立つ。 
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 したがって、 ia による偏導関数は、 kXj X
k

=θ に注意して、以下のように与えられる。 
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 ここで、 
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であり、 ( )πξθ ˆ,ˆ,jkj XP u= は次式で与えられるものである。 

( ) ( ) ( )
( ) ( )∑

=

=⋅=

=⋅=
== q

k
kjkjj

kjkjj

jkj

XPXP

XPXP
XP

1

ˆˆ,ˆ,

ˆˆ,ˆ,
ˆ,ˆ,

πθπξθ

πθπξθ
πξθ

u

u
u  

 いま、 

( ) ( ) ( )ξθπξθ ˆ,ˆ,ˆ, kjjkjjkj XPXPXL ==== uu  

( ) ( )∏
=

−
⋅=

n

i

u

iXji

u

iXji
ij

k

ij

k
QP

1

1ˆˆ ξξ θθ  

とおくと、 

( ) ( ) ( )
( ) ( )∑

=

=⋅

=⋅
== q

k
kjkj

kjkj
jkj

XPXL

XPXL
XP

1

ˆ

ˆ
ˆ,ˆ,

πθ

πθ
πξθ u  

と書ける。 
 ib による偏導関数も、同様にして導くことができる。 
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 上式において、まず正答確率の偏導関数を求める。 
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 ic による偏導関数も、同様にして以下のように導くことができる。 
 まず、次式 
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に注意すると、以下の式が導かれる。 
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 ここで、 ( )iXji k
P ξθ などを簡単にPなどと表したとき、次式の関係 

( ){ } ( )
( )( ) ( ) **

**

111
11111

QcPc
PccPccPQ

−=−−=
−−−=−+−=−=

 

( ) ( )PcQcP
Q

PQ
Q

−
=

−
=

1
1

1 *

**

 

が成り立っていることに注意すると、式（附 6－2.5）は以下のように変形できる。 
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        （附 6－2.6） 

 

 上の偏導関数（附 6－2.3）、（附 6－2.4）、（附 6－2.6）は、周辺尤度関数の偏微分から導

かれるものと同じ形のものである（Baker and Kim, 2004, p. 168）。 

 


